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MATHEMATIK
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O

O O |
Folgen 00 6 Nacht

Losungen
VERBINDET
1. Aufgabe:

a) Zeige mit Hilfe der Definition, dass die Zahlenfolge (ay,)nen mit

_1—2n
" 543n

Qn

konvergiert. Das heifit: Bestimme den Grenzwert a und gib zu ¢ > 0 ein N(¢) an so, dass fiir alle
n > N(e) gilt:
la, —a|] < e

Losung: Sei ¢ > 0 beliebig. Setze a := —2. Wihle N(¢) > =. Dann gilt fiir alle n > N(e):

™ | DN

2-2n 2
lan, —a| = + -

5+3n 3
3—6n+10+6n
15+ 9n
18
9n

B 13
T 154+ 9n

13
In
2
=—-<
n

=&

o o] DO

2

Somit konvergiert (a,) gegen —3%.

b) Zeige mit Hilfe der Definition, dass die Zahlenfolge (b,),en mit
b, =2"
nicht beschréankt ist und somit divergiert.

Losung: Die Folge ist monoton wachsend, denn es gilt:

1
a7z+1 _ 2n+

an 2n

=2>1

Sei S € Rmit S > 0. Sei n € N mit n > log,(S). Dann gilt aufgrund der Monotonie:
by, = 2" > 2l82(5) — ¢

Somit ist (b,) unbeschrankt und divergent.



2. Aufgabe:

Untersuche folgende reelle Zahlenfolgen auf Konvergenz und gib ggf. den Grenzwert an!

243 5 5— V23
an:%7 bn:i, Cn=V3n+6—3n+1
n n
C/H—Fﬁ

—1 1 —1\*"
d, = y/4+ L, en = — ~sin(n2), fn =9ntL. <n>
n 3n

Losung: Hier wird nur eine Losungsskizze angegeben. In der Klausur miissten die Losungen noch mehr
ausformuliert werden.

o (a,) konvergiert nach Grenzwertsitzen gegen 1.

. " 5—1 _
¢ (bn) konvergiert nach Grenzwertsitzen gegen 375 = 4.
(V3n+6—+v3n+1)- (V3n+6++3n+1) 3n+6—(3n+1) 5
Cn = = = —0
V3n+6+4++3n+1 V3n+6+v3n+1  V3n+6+3n+1

c 1=Y1<d, = {/4+25 <5

Wegen /5 — 1 fiit n — oo folgt, dass d,, den Grenzwert 1 hat.

« Da L eine Nullfolge und sin(n?) eine beschréinkte Folge ist, ist (e,) eine Nullfolge.
2n ny 2
1 1 gt 1 9
—ogntl (2. (12 = . 1—-= e 2= 2
et (5 (mn)) =S (a) ) e
3. Aufgabe:

Untersuche folgende rekursiv definierten Folgen auf Konvergenz!

a"+1:1_2+an mit a; =0
2 1 .
bn+2:§'bn+1+§'bn mit by =1, =2
(Hinweis zur Monotonie von b,,: Betrachte im Induktionsschritt b,+3 — b,12)
Losung:

o Mit vollstandiger Induktion lasst sich zeigen, dass 0 < a,, < a,+1 gilt:

—JA:Esgilta; =0>0und ay =1— S =1>0=q,. Insgesamt gilt also: 0 < a1 < as.

240 2
— IV: Es gelte 0 < a,, < ap41 fiir ein n € N.
— IS: Dann ist 1
=1—-—>1- = >0
an+2 2 + an+1 = 2 an ap+4+1 =



Somit ist (a,) monoton wachsend. AuBlerdem ist (a,) nach oben beschrankt, wie man an folgender
Ungleichung sieht:

1 <1
24+a, —
——

>0

Up41 = 1-

Da (a,,) monoton wachsend und beschréankt ist, folgt, dass (a,) konvergiert. Den Grenzwert a ermitteln
wir mit der Gleichung

Daraus folgt:

VE—1 =5 -1
2 2 }

Da fiir alle n € N schon a,, > 0 gilt, muss auch a > 0 sein. Somit ist a = @

20+a*=14+asad*+a-1=0sac{

o Per Induktion l4sst sich zeigen, dass (b,) ab n = 3 monoton wachsend ist.

— TA: Es gilt: b3 = ... = % und by = ... = %. Somit ist by > bs3.

— IV: Es sei by, +2 > bpq1 > by, fiir ein n € N mit n > 3.
— IS: Dann gilt:

1 2 1
bn+3 - bn+2 =35 bn+2 + 5 bn—i—l - ( ' bn+1 + 5 bn)

2 3 2

Wi Wl

1
: (bn+2 - bn+1) +§ . (bn—i-l — bn) >0

>0 >0

Die Folge ist monoton wachsend. Ware sie konvergent, so wiirde fiir den Grenzwert b gelten:

2 1
b=2 b+

S heb=0
3 7 V%

Da aber (b,) ab b3 = % monoton wéchst, kann die Folge nur divergieren.

4. Aufgabe:
Man gebe alle Haufungspunkte der Folgen an!

1 5n+7
4y = — +2- (—1)", bn=< nt )w
n

n
Losung:

o Fiir k € N gilt:

1 1
= — 4 92.(=1)*=_—"_1429
aoe = gp + 2 (CDT = gp
Diese Teilfolge konvergiert gegen 2.
Weiter gilt:
1 1
- - 2.(-1 2k+1 —-—— - _9
Gkt = gy 25D 2k + 1

Diese Teilfolge konvergiert gegen —2.

Somit sind 2 und —2 H&ufungspunkte. Gibt es weitere Haufungspunkte? Angenommen u € R ist
ein weiterer Haufungspunkt. Dann existiert eine Teilfolge a,, , die gegen u konvergiert. Dann liegen



unendlich viele Glieder von a,, in der Teilfolge agr oder in der Teilfolge agit1. Somit hat a,, eine
Teilfolge, die gegen 2 oder —2 kovergiert. Da bei einer konvergenten Folge auch jede Teilfolge gegen den
gleichen Grenzwert konvergiert, folgt b = 2 oder b = —2. Somit gibt es keinen weiteren Haufungspunkt.

Der Limes superior ist 2, der Limes inferior ist —2. Da die Folge zwei Haufungspunkte hat, konvergiert
sie nicht.

Es gilt:
1 fir 4|n
i fir 4|n—-1
-1 fir 4|n—2
—i  fur 4|n—-3
Somit gilt fir k € N:

on+7 7

b4k: =5+——5
n
5n+7 7
bapoy = 22t ~i(5+)~i%5i
n n
Sn+7 7
bapge = — 20 5L 5
n n
5n+7 7
bapss = — 20— s L s

n n

Somit sind 5, 5, —5 und —5¢ Haufungspunkte von (b,,). Angenommen, v ist ein weiterer Hiufungspunkt.
Dann gibt es eine konvergente Teilfolge (b, ), die gegen v konvergiert. Da jede natiirliche Zahl en-
tweder durch 4 teilbar ist oder beim Teilen durch 4 den Rest 1,2 oder 3 lasst, sind unendlich viele
Glieder der Folge (b, ) auch Folgenglieder von (bgy) oder (by41) oder (byg2) oder (bagi4). Somit ist
v € {5,5i,—5,—5i}. Es gibt also keine weiteren Haufungspunkte.

Da es mehrere Haufungspunkte gibt, konvergiert die Folge nicht.
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VERBINDET

1. Aufgabe:

Fiir welche Werte a,b € R ist die folgende Funktion f: R — R
ar®’ +b x>1
fz) = {

T r<l1
stetig und differenzierbar?
Losung

Eine Funktion f : R — R ist genau dann stetig im Punkt zy wenn limw_ma f(x) = f(zg) = hm$ﬁ$3 f(z)
gilt.

i.e.: f ist auBlerhalb der kritischen Stelle zg = 1 als Polynom fiir alle a,b € R stetig. Daher bleibt nur die
Stelle g = 1 zu untersuchen.

limg 1o f(2) = f(1) = lim, 1+ f(2)

slim, - =a+b=1lim, ,;+ax®>+b

Sl=a+bs1l—-a=0b

Eine Funktion f : R — R ist genau dann differenzierbar im Punkt 2 wenn lim Doy
gilt.

i.e.: f ist auBerhalb der kritischen Stelle zp = 1 als Polynom fiir alle a,b € R differenzierbar. Daher bleibt
nur die Stelle g = 1 zu untersuchen. lim,_,;- %
=lim,_,— £=9—1H2 =]

hmr—>1+ f(m):{(l) = lirnm—>1+

x
L'H ,.
= limg,_,1+2ax = 2a

&S 2a=1
~a=
Damit folgt insgesamt auch b = % wegen a +b=1.

f(@)=f(=o

Tr—X0

(@)= F(xo)
0

z—a—b
x—1

= hmm—ﬂ*

ax’+b
x—1

N[

2. Aufgabe:

Untersuche die Funktion g : R — R mit

() = r+1 <0
I = ern@) x>0

a) auf Stetigkeit
Losung
Eine Funktion g : R — R ist genau dann stetig im Punkt zy wenn limzﬁro_ g(z) = g(xo) = lim,, .+ g(z)
gilt.
i.e.: g ist auBlerhalb der kritischen Stelle g = 0 als Polynom bzw. Komposition stetiger Funktionen
stetig. Daher bleibt nur die Stelle zg = 0 zu untersuchen.
lim () =limg_yo-z+1=1

(:l?) — limz_>0+ emln(r) — elim, o+ zin(z)

T—T 9
hmx_mg g

1
B in i _T_
lim,_ o+ %z—) H lim, o+ =
=€ x = e z2



= elimmHO‘*’ — 60 =1
g(0)=0+1=1
Damit ist g stetig.

b) auf Differenzierbarkeit
Losung
Es ist
- —g(0 : wln(e)
lim,, o+ g(m)xg( ) = lim, o+ “——— L

= lim,_,o+ & r_l e limy o+ 2®(In(z) + 1)
= lim, o+ 2 lim, o+ In(z) + 1 = 1lim, _,o+ In(z) + 1 = —oc0

Damit ist g nicht differenzierbar in x¢ = 0.

3. Aufgabe:

Untersuche die auf dem Intervall [0, c0) definierte Funktion

h(z) = z?cos(+) x>0

0 z=0
auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit!
Losung

Zur Stetigkeit: Es ist A in allen Punkten auler zg = 0 als Komposition stetiger Funktionen stetig. In zg = 0
gilt:

lm, .+ h(z) = lim,_,o+ 2%cos(1) =0,
da —1 < cos(z) < 1 gilt und lim,_,o+ 2% = 0 ist.
Weiter ist h(0) = 0 und somit ist h auch in z¢ = 0 stetig.

Zur Differenzierbarkeit: Es ist h in allen Punkten auflier zop = 0 als Komposition differenzierbarer Funk-
tionen differenzierbar. In g = 0 gilt:

w2cos(%)
T

lim, o+ w = lim,_,o+
= lim,_,o+ zcos(2) =0

x

Mit gleicher Argumentation, wie bei der Stetigkeit, ist also h auch in xg = 0 differenzierbar.

4. Aufgabe:

Gegeben ist die Funktion arctan : R — (=3, §)

Berechne die Ableitung von arctan.

Losung

Mit dem Satz iiber die Ableitung der Umkehrabbildung gilt 4" = f/(x)

. . I f— 1
i.e.: (arctan(z)) = Tan(y))

_ 1
)

Es ist (tan(y))’ = (Sin(y))/ _ cos®(y)=(=sin(y)sin(y))

cosy cosg(y)
_ cos®(Wtsin’(y) _ 1
=T st y) T st ()

cos?(y) _ 1
sin2(y)+cos2(y) ~ tan?(y)+1
i da y = arctan(z) bzw. = = tan(y) gilt.

Also ist W = cos®(y) =

Insgesamt also (arctan(z))’ = TanZ()F1 = 1



5. Aufgabe:

Untersuche die Gleichung evV* = sin(z) + 2 auf Existenz von Losungen in den positiven reellen Zahlen.
Losung

eV® = sin(x) +2 < 0 = eV® — sin(z) — 2. Die Betrachtung der Gleichung lsst sich auf die Nullstellenun-
tersuchung der Funktion f(x) = eV® — sin(z) — 2 zuriickfithren.

Esist f(1) =e—sin(l) —2 < 0 und f(2) = €? — sin(2) — 2 > 0. Damit existiert mit dem Zwischenwertsatz
mindestens ein x € [1,2] fir das f(z) = 0 gilt. Somit existiert eine Losung der Gleichung in den positiven
reellen Zahlen.
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VERBINDET

1. Aufgabe:

Beweise fiir z,y € R die Ungleichung |zy| < (22 + y?).

Beweis. Fiir alle reellen Zahlen 2 € R gilt 22 > 0. Ferner gilt mit den binomischen Formeln fiir 2,y € R
beliebig:

2?42y +yt=(z+y)?* >0, (1)
——
(S8
sowie
2® —2zy+y* = (z —y)* > 0. (2)
~——
€R

Umstellen in (1) liefert

%(962 +y°) = —ay.
Umstellen in (2) liefert
%(wQ +y?) > ay.
Aufgrund der Definition des Betrags folgt nun

1
|zy| < §(fv2 +4?)

womit unsere Behauptung gezeigt ist. O

2. Aufgabe:

Beweise: Falls (a,)nen eine konvergente reelle Zahlenfolge ist und (b, )nen eine reelle Zahlenfolge ist, welche
ap, — b, — 0 fiir n — oo erfillt, so konvergiert auch (b, )nen und es gilt

lim a,, = lim b,.
n— o0 n— o0

Beweis. Definiere a := lim,_, o @y, da (an)nen konvergiert. Sei nun € > 0 beliebig, dann gilt mit der Drei-
ecksungleichung

|bp, — a| = |bp, — an + an — a| < by — an| + |an — al.
Da a, — a und a,, — b,, — 0 gilt existieren Ny (), Na(e) € N so, dass

Vn > Ni(e): |an — al <§

und
Vn > No(e):  |by —an| <

[N\ e)

Definiere nun N (€) := max{N;(¢), Na(e)}. Dann gilt
€

2

VYn > N(e€) : |b, —al| < \bn—an|+|anfa|<%+ =e.
Da € > 0 beliebig war folgt

lim b, =a= lim a,
n— oo n—0o0

und damit unsere Behauptung. O



3. Aufgabe:

Wahr oder Falsch?

f

w)

f)

Es sei (an)nen eine reelle Zahlenfolge. Falls lim,, o 2a,, = 0 gilt, so konvergiert die Reihe 7 | a,,.

Beweis. Definiere a,, := % Dann gilt mit den Grenzwertsétzen lim,,_, o 2a,, = 2lim,,_, a, = 0, jedoch

ist die Reihe - -
1
doan=2) —

n=1 n=1

divergent, da die harmonische Reihe > 7 dlverglert Die Aussage ist demnach falsch. O

Es sei (an)nen eine reelle Nullfolge. Dann ist

2 (~)"an
n=1
konvergent.
Beuweis. Definiere a, := (—1)"%. Dann gilt nach den Grenzwertsitzen, da ((—1)"),en durch 1 be-
schréankt ist: )
lim a, = lim (-1)"— = lim — =0.
n—o00 n—o00 n n—oo n,
Allerdings gilt
oo . oo 1
S = S =3
n=1 n=1

Demnach divergiert die Reihe >~°° | (—1)"a,, da die harmonische Reihe divergiert. Die Aussage ist also
im Allgemeinen falsch. O

Jede monoton fallende Folge ist eine Nullfolge.

Beweis. Definiere die Folge a,, = 2 + % Da fiir n € N die Ungleichung n + 1 > n gilt, folgt % > -1

n+1
aus den Ordnungsaxiomen fiir einen geordneten Korper. Damit gilt
1 1
=24+ —-—>24 —— = .
n +n> Jrn—|—1 Gnt1
Also ist die Folge (ay,)neny monoton fallend. Allerdings folgt aus den Grenzwertsitzen

1 1
lim a,, = lim 2+—:2+ lim — = 2.
n—roo n—o0o n—oo n
Somit ist (a,)nen keine Nullfolge und die Aussage damit falsch. O
Jede beschrinkte Folge hat mindestens einen Haufungspunkt.

Beweis. Die Aussage ist wahr und wurde als Satz von Bolzano-Weierstrafl bewiesen. O

Jede Cauchy-Folge konvergiert.



Beweis. Definiere die Folge (ci)ren, als Ziffernfolge der Dezimaldarstellung von 7 und die Folge

n
=> 107"
k=0
als Dezimaldarstellung von 7 bis zur n-ten Nachkommastelle in Q. Dann gilt fiir n,m € N mit n > m

n
lan — am| = Z cr-107F < 107,
k=m++1

da 0 < ¢ <9 erfiillen. Es gilt 107 — 0 fiir m — oo. Demnach existiert, fiir € > 0 beliebig, ein N € N
so, dass
Vn>N: 100" <e

Somit folgt
Ve >0IN e NVn,m > N Ja, —ap| <107™ < e

Damit ist (a,)nen eine Cauchyfolge in Q, welche jedoch nicht in @ konvergiert, da 7 € R\ Q gilt.
Somit konvergiert nicht jede Cauchy-Folge und die Aussage ist demnach im Allgemeinen falsch. O

4. Aufgabe:

Es sei (an)nen eine reelle Zahlenfolge ist, die fiir alle n € N die Eigenschaft a,, > 0 erfillt. Beweise: Falls

o0 . . o0 2
> n_1 Gn konvergiert, so konvergiert auch ) ", a;.

Beweis. Aus der Voraussetzung, dass die Reihe ZZO=1 a, konvergiert, folgt mit dem notwendigen Kriterium
fiir Reihenkonvergenz, dass a,, — 0 gilt. Folglich existiert ein Index N € N so, dass a,, < 1 fiir alle n > N
gilt. Somit gilt fiir n > N die Ungleichung a? < a,. Insgesamt gilt also

[eS) N ) N o0
> an Z Z <y a2+ Y a.
n=1 n=1

Die Reihe Zn Laz + SN 41 @n konvergiert nach Voraussetzung. Somit konvergiert die Reihe S a?

nach dem Majorantenkriterium. O

5. Aufgabe:

Beweise: Fiir alle n € N mit n > 2 gilt
\/5 \/>3 \/TL

Beweis. Wir beweisen die Aussage mit natiirlicher Induktion.
Induktionsanfang: Fiir n = 2 gilt mit v/2 > 1:

> \/n.

1 V241 141
BT TVE TV 7_*f

Induktionsvoraussetzung: Es existiert ein m € N mit m > 2 so, dass

1
+"'+ﬁ>\/ﬁ

1 1
1+ —=+—
V2 V3

gilt.



Induktionsschritt: Unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung zeigen wir, dass die Aussage auch fiir

m+ 1 gilt. Es gilt mit vVm +1 > /m

1 NN
Y T N TS|

1 1
ARV AR A e
- vmym+1  m4+1
vm+1 N vVm+1 B
Somit folgt die Aussage mit natiirlicher Induktion. O

1+

m+ 1.

6. Aufgabe:

Sei (an)nen eine konvergente reelle Zahlenfolge mit lim,,_, o a, = a > 0. Beweise: Es existiert ein N € N so,
dass fiir alle n > N die Aussage a,, > 0 gilt.

Beweis. Definiere € := 5. Da a,, — a gilt, folgt, dass es ein NV € N mit
Yn>N: Ja,—a|l<e

gibt. Falls a,, > a > 0 gilt ist nichts zu zeigen. Im Fall a,, < a folgt fiir n > N

a a
e>lan—al=a-a, = a,>a-c=a-2=2>0
In beiden Féllen gilt fir n > N schon a, > 0 und damit ist unsere Aussage gezeigt. O

7. Aufgabe:

Beweise fiir x € R\ {0} die Ungleichung

1, 1 1
- > 2 -) - .
2" 32 <x+$> 22

Beweis. Wir multiplizieren die Ungleichung mit 22 > 0 um eine #quivalente Ungleichung zu erhalten:

1, 1 1 1, 9 3 1
iz +322<x+x>—2w2 <= 5;1: + 3x 22(:1: +x)—§.

Umstellen liefert die dquivalente Ungleichung
%x4—2m3+3x2—2x+%20 — z*—4x® + 622 —4x+1>0.
Mit dem Pascalschen Dreieck sieht man nun
gt —42® + 627 —dr + 1= (z — 1)* = ((z — 1)?)2

Da 22 > 0 fiir alle € R gilt, folgt

1 2 1 1 2)\2
— +3> + -] - — = — > (.

Da die Aussage ((x — 1)%)? > 0 erfiillt ist folgt unsere Behauptung,. O
8. Aufgabe:

Beweise: Fiir z,y € R gilt
2y <0 <= |z +y| < max{|z|, |y}



Beweis. Es gilt mit der Dreiecksungleichung

[+ 1yl + [yl = |2l o |=+yl + [lyl = ||
2 - 2 '

max{|z|, |y[} =
Es bleibt also zu zeigen, dass
ry <0 <= |lyl —[z]| = |z +y|
gilt. Wir beweisen erst die Richtung “ = ". Falls y > 0,z < 0 gilt, so folgt
|z +yl =1 —lz[ + [yl = llyl — |zl
Falls y < 0,z > 0 gilt, so folgt
|z +yl = [l=] = [yll = lly| — |=[l.

Somit haben wir die Hinrichtung bewiesen (Wie wir sehen lisst sich die Argumentation auch von unten nach
oben lesen).
Fiir die Riickrichtung miissen wir nur die Félle z > 0,y > 0 und z < 0,y < 0 ausschliefSen. Im Fall
x>0,y >0 gilt

lt+yl=z+y>y—=x, und |z+yl=z+y>z-—1y.

Also folgt
[z +yl > |y — x| = [ly| — |«]].

Somit ist der Fall z > 0,y > 0 nicht mo6glich. Im Fall z < 0,y < 0 folgt —x > = und damit
le+yl=—2z—y>z—y.

Analog folgt —y > y und damit
ztyl=—z-y>y—=

Insgesamt gilt damit
[z +yl > |z -yl = [yl — [=]].

Somit ist auch der Fall z < 0,y < 0 nicht mo6glich. Damit folgt die Behauptung. O
9. Aufgabe:

Beweise: Fir z € C, z # 0 gilt
1
Im(z4+-)=0 <= Imz=0V |z| =1.
z

Beweis. Es gilt mit [2]> =z 2

1 2241 |2?2+2
+ = = :

z z |22
Wir setzen z = x + ¢y mit =,y € R geeignet und erhalten:

(@ + ) (e+iy)+x—iy (@@ +y>+ Do —i(a>+y°>— 1)y
1:2_|_y2 1;2_|_y2 :

Somit gilt

1 2 2 1 a2 2_1
Im(z4-) =0 < Im((x Fy e it 4y )y)
z

x2 4y
=0 <= (@ +1y - 1)y=0 <= Imz=y=0 V |z|]=+1a2+y2=1.

Damit ist unsere Behauptung bewiesen. O
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1. Aufgabe:

Untersuche folgende Reihen auf Konvergenz:

a)

b)

S 2

Zl cosns(n)

n=

Wir konnen hier ausnutzen, dass der Kosinus beschriankt ist, da er nur auf das Intervall [—1, 1] ab-
o0

bildet. Da wir von 1 bereits aus der Vorlesung wissen, dass sie konvergiert bietet sich also das

n

n=1

Majorantenkriterium an. Es gilt ndmlich:

o0 2 oo

cos*(n) 1
Z n3 = Z n3 <o
n=1 n=1

Damit ist die Reihe konvergent.

n 1
> ()" i

n=1
Die Folge, die da im Nenner steht, sollte uns bekannt vorkommen, die sieht fast aus wie die Folge, die
gegen die Eulersche Zahl konvergiert, wir erinnern uns:

1
(I+-=)"—>e n— oo
n

Damit ist nun aber auch

. 1 . 1 ) n \" . n+1\" ) 1\"
lim ——— = lim -—————— = lim = lim = lim {1+ — =e.
n—00 (1 — E)" n—00 (fT’CLC?’l — 177,)” n—oo \n — 1 n—00 n n—00 n

Dann ist aber die Folge die in der Reihe steht keine Nullfolge, somit kann die Reihe nach dem notwendi-
gen Konvergenzkriterium nicht konvergieren.

00 5
> 5
n=0

Hier funktioniert das Quotientenkriterium gut, weil sich dann im Bruch einiges rauskiirzt. Es gilt
5
1 (n+1)\°
3 n '

ndmlich: (wir nennen hier a,, := 37)
L/n+1\> 1 5 1
== S L
3 < n ) 3 3

(n+1)5-3"
n5 . 3n+1

Ap 41
Qn

Da "TH — 1, n — oo, gilt daher

An+1
Qp,

Wir kénnen also aus dem Quotientenkriterium auf die Konvergenz der Reihe schlieSSen.



d) (et

Wegen der (—1)""1 denkt man hier wahrscheinlich zuerst an das Leibnitz-Kriterium, und das funktion-
iert auch, offenischtlich ist e;n = ﬁ eine Nullfolge, und da man weiSS, dass die Exponentialfunktion
streng monoton wachsend ist, sieht man auch dass es eine monoton fallende Nullfolge ist, also folgt
Konvergenz mit Leibnitz.

Eine andere Variante (bei der man weniger mit Monotonie argumentieren muss), wéire das Wurzelkri-

terium. Es gilt namlich

e—n
71 n+1
(1S

= — =, n—oo.

Hierbei wurde benutzt, dass ¥/n — 1 fir n — oco. Und da % < 1 folgt die Konvergenz aus dem

Wurzelkriterium.

o0

e) > In(%t)
n=3
Hier stort uns irgendwie der Logarithmus, weil wir mit dem schwer irgendwelche Wurzel- oder Quotien-
tenkriterien verwenden konnen - iiber den Quotient von zwei Logarithmen kann man im allgemeinen
wenig sagen. Aber iiber den Logarithmus eines Quotienten! Da erinnern wir uns an die Logarithmen-
Gesetze, ndmlich:

In (" : 1) = In(n+1) — In(n).

Und damit ist die Reihe in einer viel besser handhabbaren Form, ndmlich

o0

iln <n21> _ ;m(nJrl) — In(n).

Die Form kann uns bekannt vorkommen, da wir im k-ten Summanden der Reihe einen Teil des (k-1)-
ten wieder abziehen, erhalten wir hier eine Teleskopsumme, fiir die m-te Partialsumme sieht das so
aus:

m

Z In(n+1)—In(n) = In(m+1)—In(m)+In(m)—In(m—1)+...4+In(5)—1In(4)+In(4)—1n(3) = In(m+1)—In(3).
n=3

Formal kénnte man diese Rechnung auch noch durch eine vollstdndige Induktion beweisen, darauf
wollen wir hier aber verzichten. Insgesamt bekommen wir aber, mit der Definition der Reihe als Limes
der Partialsummen:

i In(n+1) —In(n) = n}gnoo i In(n+1) —In(n) = lim In(m+ 1) —In(3) = oo,
n=3 n=3

m— o0

da der In fiir n — oo gegen unendlich geht. Die Reihe ist also divergent.

oo en,
£) > =
n=1

Der vermutlich leichteste Weg fithrt hier iiber das Wurzelkriterium, denn es gilt
] em e

—=——0, n—oo.
n n



Wegen 0 < 1 folgt die Konvergenz der Reihe.

Eine andere Moglichkeit ist das Quotientenkriterium, da miissen wir nur etwas mehr rechnen:
|an+1 | _ en-‘rlnn B en-ﬁ-l n"
lan]  er(n+ 1)L en (n+1)n(n+1)

n \" 1
=e .
n+1 n+1

Das sieht so erstmal noch etwas firchterlich aus, aber der Term (nLH

so dhnlich aufgetreten. Wenn wir das Reziproke betrachten, kénnen wir namlich erkennen, dass

(n)"_ LN SRS S
SR e T

Gleichzeitig gilt oben im Quotienten auch, das +1 eine Nullfolge ist. Als Produkt konvergenter Folgen

kénnen wir also berechnen:
n
Apt1 n 1 1
|"+:e( ) —e—-0, n— o0.
e

|ay| n+1l/) n+1

ist in Aufgabe b) schon mal

Wegen 0 < 1 liefert uns also auch das Quotientenkriterium die Konvergenz der Reihe.

o0
1
g) ZO Ve
e
Bei solchen Reihen, die quasi wie ein Polynom in n aussehen, kann man sich erstmal die héchsten

auftretenden Potenzen von n anschauen, um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, ob die Reihe konvergiert

oder nicht. In diesem Fall ware das \/%2 = %, wir kénnen also annehmen, dass sich die Reihe verhé&lt

wie die harmonische Reihe, also divergiert. Zeigen miissen wir das natiirlich trotzdem!

Wir sollten hier an das Minorantenkriterium denken, da wir ja eine dhnliche divergente Reihe kennen,
miissen also nach unten abschéatzen. Wegen n > 0 und 1 > 0 wissen wir, dass vn? —n —1 < Vn2=n
ist, wir ziehen ja etwas positives ab. Beim Ubergang zum Reziproken kehrt sich das Relationszeichen
um, wir erhalten also

L >
—-n-—1

S

n2

Damit haben wir die Reihe nach unten durch die harmonische Reihe abgeschatzt, das Minorantenkri-
terium liefert die Divergenz.

2. Aufgabe:
Untersuche folgende Reihen auf Konvergenz und bestimme ihren Grenzwert:

S n—1 n—1 . . . . . . .
a) > 32 7— Der Term ‘l—n sollte uns schon an eine geometrische Reihe erinnern, in der wir als Rei-

n=1

henglieder aber so etwas wie ¢™ mit einem |q| < 1 brauchen. Dies ldsst sich hier beheben, indem wir

die "fehlende" 3 durch eine ertragreiche 1 einschummeln:

3"1 = 3" 13
> D IEnThE ST

n=1

3

Nun haben wir die Reihe schon fast als geometrische Reihe geschrieben, zur Berechnung des Reihenwerts
muss sie aber bei n = 0 starten, die kdnnen wir erreichen, indem wir die Summe einfach trotzdem bei
0 starten lassen, diesen Summanden aber hinterher wieder abziehen. Es gilt also:

3n1 X an 30 1 1 1
— == —==-1]==(4-1)=1.




Da wir hier schon einen konkreten Reihenwert ausgerechnet haben, sehen wir auch direkt die Konver-
genz der Reihe.

b = cos(nm)
) X T

n=0

Wegen dem Term 5% konnten wir auch wieder als erstes an die geometrische Reihe denken, nur steht
da ja noch ein Kosinus mit dabei. Der stellt sich aber als unproblematisch heraus, wenn man sich
den Verlauf des Kosinus in Erinnerung ruft: bei ganzzahligen Vielfachen von 7 hat dieser gerade seine

Maxima und Minima, es gilt cos(nm) = (—1)".

Somit gilt:
i cos(nm) i (=n™ 1 5
n=0 o n=0 o" 1= (_%) 6

Auch hier beweist die Existenz des Reihenwertes die Konvergenz.
C) i 4-3"
(n+1)!
n=0

Ahnlich wie oben mﬁbben wir auch hier analysieren, welche Teile der Reihe uns bekannt vorkommen.
Hier diirfte das - sein, da miissen sofort die Alarmglocken lduten: Exponentialreihe. Es gilt ja fiir

jedes x € R:
Z
k!
k=0

Das deckt sich auch mit der 3" im Zéahler unserer Reihe. Direkt anwenden kénnen wir diese Identitat
aber noch nicht, dafiir miissen wir die Reihe etwas auseinanderschreiben. Betrachte also ersteinmal

(n+1)! +1)

o0

4
Z(n—i—l)!'

n=0

Die 4 héangt nicht von n ab, wir werden sie also vor die Summe schreiben. Dann sieht das schonmal
ganz gut, nur das wir im Nenner kein n!, sondern (n 4 1)! haben. Dies lasst sich leicht durch eine
Indexverschiebung beheben, anschlieSSend miissen wir dann wie in a) noch das erste Reihenglied
wieder dazuaddieren und abziehen:

Zn+1 Z; <Z;n!—1>:4(e —1).

Ein dhnliches Vorgehen klappt dann auch beim zweiten Teil der Reihe, hier miissen wir zusétzlich noch
beachten, dass wir auch den Index in 3™ verschieben. Das beschert uns, wie in a), einen zusétzlichen

Faktor:
= 3 S Lt R O Y ey L 1 1
—_— —_— = — —_— = — _— 1 e — 3 —_ -
Z(n—i—l)! POt DB 3(2 n! ) 3¢ 73
n=0 n=1 n=1 n=0

Damit erhalten wir den Reihenwert der gesamten Reihe als Differenz dieser beiden Reihenwerte, siehe
auch Aufgabe 3a):

oo

Z% :4(%1)7%(6%1).
n=0 '

3. Aufgabe:

Welche Aussagen sind richtig, welche falsch? Beweise oder widerlege durch ein Gegenbeispiel!



O Sind Y72 g ak und Y oo b zwei konvergente Reihen, so ist auch Y7 ) ax + by, konvergent.

Die Aussage stimmt, und man kann sie zum Beispiel so beweisen: Die Konvergenz von Z,;“;O ar und
Z;O:O br bedeutet die Konvergenz der jeweiligen Partialsummenfolgen, wir wollen die Grenzwerte a
bzw. b nennen.

Fir die Partialsummen der Reihe ZZOZO ay, + by, erhalten wir dann:

n n n
D kb= awt ) b,
k=0 k=0 k=0

da wir in endlichen Summen die Reihenfolge der Summanden beliebig vertauschen kénnen. Da gle-
ichzeitig aber auch die Summe zweier konvergenter Folgen wieder konvergiert (gegen die Summe der
Grenzwerte), bekommen wir:

o0 n n n
Zak + by = nlgréozak + by = nILII;OZGk +n1L%oZbk =a+b.
k=0 k=0 k=0 k=0

Somit ist diese Reihe also konvergent.

O Sei Y po  ax absolut konvergent. Dann ist auch Y- (ax)? konvergent.

Auch diese Aussage stimmt, um sie zu beweisen benutzen wir das Majorantenkriterium.

Beachte zunichst, dass die Konvergenz von ;- ; ai insbesondere bedeutet, dass ay, eine Nullfolge ist.
Damit ist aber auch ay als konvergente Folge beschrankt, das heiSSt es gibt ein M > 0, mit |ag| < M
fiir alle k € Ny. Mit dem Majorantenkriterium folgt nun

oo (o] (oo} oo
D ap = lakl-lag] <D Mlag| = MY |ax| < oo,
k=0 k=0 k=0

k=0

da wir ja sogar vorausgesetzt haben, dass die Reihe {iber aj, absolut konvergiert. (in ¢) zeigen wir auch,
dass diese absolute Konvergenz nétig ist)

O Seien Y po gax und Y po by konvergent. Dann konvergiert auch Y7 ay - by.
Die Aussage stimmt nicht, als Gegenbeispiel wiahlen wir aj, = b, = % Mit dem Leibnitz-Kriterium

konvergiert Y, aj, denn ﬁ ist eine monotone Nullfolge.

2n
Es ist aber ay - by, = % = %, das heiSSt Z;O:O arby ist die harmonische Reihe und damit divergent.
Insbesondere haben wir hier gezeigt, dass in b) die absolute Konvergenz wichtig war, denn hier haben
wir eine Folge angegeben, deren Reihe zwar konvergent ist, aber die Reihe der Quadrate nicht - dies
liegt daran, dass > ;o lax] = D ey ﬁ nicht konvergiert.



